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1 Getting a Jump on Crime1

1.1 题目大意

水平面上有 dx×dy 的网格，每个格子的大小是 w×w 米。记第 i行第 j 列的格子为 (i, j)。

格子 (i, j) 上有 w × w × hi,j 米的建筑物。从格子 A 可以跳到格子 B 当且仅当存在满足以下

条件的跳跃路径：

• 路径从格子 A 的建筑物顶面的中心出发，到格子 B 的建筑物顶面的中心结束。

• 路径是一条以初速度 v 起跳，受重力加速度 g 影响的抛物线。

• 路径不能进入建筑物内部。

求从 (lx, ly) 出发能否到达每个格子以及到达每个格子的最小跳跃次数。

1.2 数据范围

1 ≤ dx, dy ≤ 20

1 ≤ v, w, hi,j ≤ 1000

1 ≤ lx ≤ dx, 1 ≤ ly ≤ dy

1.3 解题过程

由于格子的数量很少，可以对于每一对格子计算能否进行跳跃。

考虑从格子 (a, b) 出发尝试跳到 (c, d)，其水平距离 x = w ×
√

(a− c)2 + (b− d)2，高度

差 h = hc,d − ha,b。设水平初速度 vx，竖直初速度 vh，则

v2x + v2h = v2 (1)

设最大上升高度 H，则

H =
v2h
2g

(2)

设总时间为 t。考虑水平的运动，则

vx × t = x (3)

考虑竖直的运动，则

t =
vh
g

+

√
2(H − h)

g
(4)
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将 (2) 代入 (4) 消去 H，再将 t 代入 (3) 消去 t，化简得到

2hv2x − 2xvhvx + gx2 = 0 (5)

设 A = 2h,B = −2x,C = gx2，则 (5) 化为 Av2x +Bvxvh + C = 0。代入 vh =
√
v2 − v2x，

化简得到

(A2 +B2)v4x + (2AC −B2v2)v2x + C2 = 0 (6)

这是关于 v2x 的二次方程，而 vx > 0，最终可以得到两个正根，这是两条合法的路径（不

考虑与建筑物冲突）。容易发现 vx 较小的路径优于 vx 较大的路径（在每个点均不低于后者），

因此只需要检验这一条路径是否会进入建筑内部即可。

检验时考虑路径在水平方向上经过的每个格子，在该格子上方的部分是原路径的一个区

间，因为是抛物线，其最低点必然出现在两端，即与格子的交界处。于是可以将平面上两个方

向分开考虑，每次经过交界处时判断是否低于建筑物，总次数 O(dx + dy)。

结合前面枚举每对格子，总复杂度 O(d2xd
2
y(dx + dy))。

得到跳跃关系后，利用广度优先搜索可以在 O(d2xd
2
y) 的复杂度内完成答案的计算。
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2 Son of Pipe Stream2

2.1 题目大意

给定一张 n 个点 m 条边的无向图，第 i 条边有容量 ci。

液体 F 从 1 号点流向 3 号点，液体 W 从 2 号点流向 3 号点。第 i 条管道中液体 F 和 W
要保证同向，设其流量分别为 f 和 w，需要满足 v × f + w ≤ ci，其中 v 是一个给定的实数。

除了各自的源点和汇点，液体 F 和 W 要在每个点分别保持流量守恒。

设 3 号点液体 F 和 W 的总流量分别为 F 和 W，最大化 F aW 1−a，其中 a 是一个给定

的实数，要求输出每条边的方向及液体 F 和 W 的流量。

2.2 数据范围

1 ≤ n ≤ 200

1 ≤ m ≤ n(n−1)
2

1 ≤ c ≤ 10

1 ≤ v ≤ 10

0.01 ≤ a ≤ 0.99

2.3 解题过程

引理 1. v = v0 时的答案是 v = 1 时答案的 v−a
0 倍。

证明. 对于 v = v0 时的一个合法的网络流 f⃗（每条边有两种液体的流量），将其每条边上液体

F 的流量变成 v0 倍，得到 f⃗ ′。容易发现 f⃗ ′ 在 v = 1 时合法，且价值 F aW 1−a 变成了 va0 倍。

这样的对应关系构成了一个双射，因此两种情况下的最大值也是 va0 倍关系。

观察发现最优的方案类似一种从 1和 2号点到 3号点的最大流。考虑求出总的最大流（建

立超级源向 1 和 2 连容量为无穷大的边），设为 Z。假设这些流量可以任意分配给液体 F 和
W，即设液体 F 和 W 的流量分别为 F 和 W，且 W = Z − F。代入答案的表达式并令其关

于 F 的导数为零

(
F a(Z − F )1−a

)′
= a · F a−1(Z − F )1−a − (1− a) · F a(Z − F )−a = 0

解得 F = a · Z，此时原式取得最大值。
回到前面的假设，一个显然的问题是 F 并不能任意大，其上界是 1 到 3 的最大流 Fmax。

同理 W 的上界是 2 到 3 的最大流 Wmax。

引理 2. 对于任意实数 t (0 ≤ t ≤ 1)，存在一种方案满足 F = t ·(Z−Wmax)+(1−t) ·Fmax,W =

t ·Wmax + (1− t) · (Z − Fmax)。
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证明. 如果从超级源出发优先经过 1号点增广，则可以得到 F = Fmax,W = Z−F 的解 f⃗0（每

条边不区分两种液体，F 和 W 的值分别等于超级源与 1 和 2 号点连边的流量大小），满足上

述 t = 0 的条件。同理优先经过 2 号点的解 f⃗1 可以满足 t = 1 的条件。对于 0 < t < 1，定义

f⃗t = t·f⃗1+(1−t)·f⃗0，即每条边的流量是 f⃗0和 f⃗1两种方案的线性组合（方向相反则相抵消）。容易

发现 f⃗t仍然满足原图的容量限制，且可以计算 F 和W 的值符合上述命题。因此对于 0 ≤ t ≤ 1，

都有方案 f⃗t 满足 F = t · (Z −Wmax) + (1− t) · Fmax,W = t ·Wmax + (1− t) · (Z − Fmax)。

引理 3. 最优解中，液体 F 的总流量 F ∗ 是区间 [Z −Wmax, Fmax] 中最接近 a · Z 的数，液体
W 的总流量 W ∗ = Z − F ∗。

证明. 根据引理 2，上述解存在。对于任意一种解，两种液体流量为 F 和 W。若 F +W < Z，

则任意增广后答案不会变小，最终会得到一组 F +W = Z 的解。若 F +W = Z，由导数推

知答案函数的单调性，这组解不会优于上述解。因此所有解均不优于上述解。

得到最优解的流量后，将超级源出边容量设为对应液体的总流量，可以得到一组流。为了

输出每条边每种液体的流量，需要将每条边定向以及定容为这一组流中该条边的流量，然后只

保留超级源向 1 号点的连边，此时得到的最大流即为液体 F 的具体流量，剩余容量即液体 W
的流量。

时间复杂度 O(MaxFlow(n,m))，其中 MaxFlow(n,m) 表示 n 个点 m 条边的图的最大流

复杂度。
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3 Hypercube3

3.1 题目大意

给出一个三维空间中八个立方体通过面与面重合而相连形成的树状的结构，问能否在四维

空间中通过沿着公共面旋转得到一个四维超立方体。

3.2 数据范围

无。

3.3 解题过程

四维的情况较为抽象，可以尝试先解决三维的问题：二维平面中六个正方形通过边重合而

相连形成树状的结构，判断能否在三维空间中沿着公共边旋转得到一个三维立方体。

由于立方体的六个面的对称性，不妨指定任意一个正方形为立方体的底面。接下来扩展到

相邻的其他正方形，每个正方形将唯一对应到一个面，通过旋转可以将其移动至正确位置。整

个过程可以用 DFS 完成，最后判断六个正方形是否一一对应了立方体的六个面即可。如何简
单地模拟这一旋转的过程？

图 1: 初始状态

对于每一个正方形记录三个向量，其中两个张成正方形所在的平面，另一个是该平面的法

向量，初始分别指向 X,Y, Z 轴正方向。向量跟随正方形一起旋转，且一个正方形旋转时带动

与其连通的所有尚未确定位置的正方形。可以发现任意两个相邻的未确定位置的正方形的旋转

情况是相同的，且一个已经确定位置的正方形的位置由法向量唯一确定。
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图 2: 一次旋转后

当完成一个正方形的旋转后，需要依次进行相邻的其他正方形的旋转，此时可以根据向量

信息来计算下一个正方形的旋转方式。以上图为例，被旋转的正方形位于已经被确定为底面的

正方形的 Y 轴正方向，则需要进行的是绕它们的公共边（平行于 X 轴，正方向为 X 轴正方

向）旋转 90◦（按照右手螺旋的方向）。旋转后红色向量不变，绿色和蓝色向量交换，且蓝色向

量反向。

图 3: 两次旋转后

第二次旋转时，绿色向量不变，交换红色和蓝色向量，且红色向量反向。

将以上过程一般化：记 A 为正方形（在原题中为立方体，以下统称正方形）的法向量。需

要旋转一个新的正方形时，设新正方形和原正方形重心连线与向量 B 平行，显然有 A ⊥ B。

则旋转过程中 A 和 B 交换，且若新正方形在原正方形的向量 B 的正方向，则 A 反向，否则

B 反向，其余向量不变。

每个向量由一个维度和一个方向构成，在程序实现中能够方便地维护。

时间复杂度 O(1)。
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